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Un po’ di storia

o I problemi di matching sono stati introdotti da Gale e Shapley nel 1962, per analizzare
quelle situazioni in cui si devono creare delle coppie a partire da due gruppi distinti.

o Nel 2012 il premio Nobel per l’economia è stato assegnato proprio a Shapley e Roth, per
“la teoria delle allocazioni stabili e per le pratiche di progettazione del mercato".



Esempi famosi

L'esempio classico è quello di formare coppie donna-uomo (matching uno a uno).



Esempi famosi

L'esempio classico è quello di formare coppie donna-uomo (matching uno a uno).

Ma possiamo abbinare:

o Studenti e università;

o Medici specializzandi e ospedali;

o Aziende e lavoratori;

o Utenti e server;

o Pazienti e donatori di organo. 
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(Anna- Francesco, Elena – Luca, Giulia – Alessandro) è un matching.



Visualizziamo: abbinare studenti e università
9 studenti

5 università

Quote massime di
studenti ammessi
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• Per l’università !" lo studente #" è il meno preferito, mentre la prima scelta è lo studente #$



Visualizziamo: abbinare studenti e università
9 studenti

5 università

Quote massime di
studenti ammessi

o Per l’università !" lo studente #" è il meno preferito, mentre la prima scelta è lo studente #$
o Lo studente #% ha come prima scelta !", come seconda !%, come terza !& (alle altre non è

interessato).



Formalizziamo: un problema di matching

Definizione

Un problema di matching è costituito da:

o due insiemi finiti ! ed " che rappresentano le due facce del mercato
o un sottoinsieme di coppie ammissibili # ⊆!×"
o per ogni W ∈ !, una relazione di preferenza ≺) su" e una quota *) ∈ ℕ
o per ogni , ∈", una relazione di preferenza ≺- su ! e una quota *- ∈ ℕ



Formalizziamo: un problema di matching

Il secondo punto ci dice che certi accoppiamenti potrebbero non essere ammissibili.
Nell'esempio dei corsi di studio e degli studenti, non tutti gli studenti sono interessati a tutti i
corsi di studio, certi corsi di studio potrebbero non voler accettare una certa tipologia di
studenti.

Definizione

Un problema di matching è costituito da:

o due insiemi finiti ! ed " che rappresentano le due facce del mercato
o un sottoinsieme di coppie ammissibili # ⊆!×"
o per ogni W ∈ !, una relazione di preferenza ≺) su" e una quota *) ∈ ℕ
o per ogni , ∈", una relazione di preferenza ≺- su ! e una quota *- ∈ ℕ



Formalizziamo: un problema di matching

Gli ultimi due punti ci dicono che ogni partecipante deve fare una classica su tutte le possibili
opzioni. Per esempio, gli studenti hanno un ordine preciso sui corsi di studio che vogliono
frequentare.

Definizione

Un problema di matching è costituito da:

o due insiemi finiti ! ed " che rappresentano le due facce del mercato
o un sottoinsieme di coppie ammissibili # ⊆!×"
o per ogni W ∈ !, una relazione di preferenza ≺) su" e una quota *) ∈ ℕ
o per ogni , ∈", una relazione di preferenza ≺- su ! e una quota *- ∈ ℕ



Formalizziamo: matching ammissibili

Definizione

Un matching ammissibile è un insieme ! ⊆ # tale che 

o ogni W ∈ & appare al più in '( coppie in !
o ogni ) ∈* appare al più in '+ coppie in !

Nel caso di matching uno-uno si ha ', = 1 e '+ = 1;
nel caso  di matching uno-molti ', ≥ 1 e '+ = 1;

nel caso di matching molti-molti ', ≥ 1 e '+ ≥ 1.



Soluzioni

Quale è una soluzione razionale (matching efficiente/ ottimale) di un problema di 
matching? 

Partiamo da un esempio!



Il problema del matrimonio

In un villaggio ci sono un gruppo di donne e di uomini che hanno raggiunto la maggiore età
e devono sposarsi entro la fine dell'anno.
Il capo-villaggio viene incaricato di celebrare i matrimoni e deve decidere quali siano le
coppie da formare in modo che tutti i giovani siano felicemente sposati, senza divorzi e
tradimenti.

Cosa significa?

Come può fare?
JUST

MARRIED



Il problema del matrimonio

Consideriamo due insiemi: ( ) ( )
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Il problema del matrimonio
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Preferenze

Il primo non è stabile, perché qualche coppia obietta.
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Il problema del matrimonio

Quale tra questi due matching proporreste?

1 scelta 2 scelta 3 scelta

≻ ≻
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≻ ≻

1 scelta 2 scelta 3 scelta

≻ ≻

≻ ≻

≻ ≻

Preferenze

Il secondo è stabile



Matching stabili

Definizione

Un matching ammissibile ! si dice stabile se non c’è nessuna coppia che obbietta.

Una coppia ammissibile (#,%) obbietta al matching ! ⊆ ( se % e # preferiscono
entrambi stare insieme piuttosto che stare con i partner a cui sono abbinati nel matching !.



Matching stabili

Una coppia ammissibile (",$) obbietta al matching & ⊆ ( se $ e " preferiscono
entrambi stare insieme piuttosto che stare con i partner a cui sono abbinati nel matching &.

Consideriamo il matching ℐ = $, + , ,," ,… . Se vale

$ ≻0 , e " ≻1 +
allora il matching ℐ non è stabile, perché la coppia (",$) può migliorare la sua situazione.
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Matching stabili

Una coppia ammissibile (",$) obbietta al matching & ⊆ ( se $ e " preferiscono
entrambi stare insieme piuttosto che stare con i partner a cui sono abbinati nel matching &.

Consideriamo il matching ℐ = $, + , ,," ,… . Se vale

$ ≻0 , e " ≻1 +
allora il matching ℐ non è stabile, perché la coppia (",$) può migliorare la sua situazione.

Definizione

Un matching ammissibile & si dice stabile se non c’è nessuna coppia che obbietta.
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Esistenza di soluzioni stabili

Quando esistono soluzioni stabili? 

Come si possono trovare?

La dimostrazione è costruttiva: c’è un algoritmo che permette di trovare una soluzione
stabile ad ogni problema.

Teorema di Gale e Shapley

Ogni problema di matching ammette una soluzione stabile.



Algoritmo “donne in visita”
Giorno 1: Ogni donna si reca a visitare l’uomo in cima al suo elenco di preferenze.

- Se tutte gli uomini ricevono la visita di una sola donna, l'algoritmo si conclude.
- Se un uomo riceve più di una visita, sceglie la donna che preferisce tra le sue attuali pretendenti
- Le donne che sono state rifiutate tornano a casa e gli uomini che non hanno ricevuto nessuna

visita aspettano.

Giorno 2: Ogni donna rifiutata il primo giorno cancella dalla sua lista l'uomo che l'ha rifiutata.
Si ripete la stessa procedura del primo giorno, le donne in visita alla loro prima scelta (aggiornata) e gli
uomini che scelgono.

…

Giorno k: Le donne che non sono ancora accoppiate visitano il primo uomo nel loro elenco di
preferenze che ancora non hanno visitato.

- Se tutti gli uomini ricevono la visita di una sola donna, l'algoritmo si conclude.
- Se un uomo riceve più di una visita, sceglie la donna che preferisce tra le sue attuali pretendenti
- Le donne che sono state rifiutate tornano a casa e gli uomini che non hanno ricevuto nessuna
visita aspettano.



Algoritmo “donne in visita”: osservazioni

Osserviamo che:

1. Le donne scendono nelle loro preferenze;
2. Gli uomini invece salgono.
3. Se un uomo ha ricevuto visite a un certo passo, a partire dal passo successivo avrà 

sempre almeno una pretendente.



Algoritmo “donne in visita”: osservazioni

Inoltre:

1. L’algoritmo si arresta

Le donne non possono essere rifiutate in eterno da un uomo, al più dovranno aspettare e scorrere
tutto il loro elenco di preferenze prima di trovare un uomo rimasto single; visto che il numero di
uomini e di donne è lo stesso, questo dovrà succedere prima o poi...

2. Ciò che si ottiene è una soluzione stabile

Verifichiamo che al termine dell'algoritmo nessuna donna può trovarsi in una coppia che obbietta alla
soluzione proposta.



Algoritmo “donne in visita”: osservazioni

Verifichiamo che al termine dell'algoritmo nessuna donna può trovarsi in una coppia che
obbietta alla soluzione proposta.

Consideriamo una generica donna !:

o Non è interessata a far parte di una coppia che obbietta con un uomo che non ha visitato 
(quello con cui è accoppiata per lei è meglio, visto che è il primo della sua classica che non la 
rifiuta);

o Non può far parte di una coppia che obbietta con un uomo che ha visitato (sarà stata rifiutata 
in favore di un'altra donna, che quindi per lui sta più in alto in classica; siccome nei giorni 
successivi l'uomo o rimane con la stessa donna o passa con un'altra ancora più alta in classica, 
non sarà interessato a riprendere una donna già rifiutata.
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Algoritmo “donne in visita”: soluzione
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o L'algoritmo termina il primo giorno
o Le donne si recano tutte da un uomo differente, e quindi finisce subito 
o Le preferenze degli uomini non hanno nessun peso
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≻ ≻

≻ ≻



Un altro algoritmo

Perché abbiamo scelto l'algoritmo delle donne in visita? Non si poteva mandare 
gli uomini in visita?

Ovviamente si!



Algoritmo “uomini in visita”: soluzione
Preferenze
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Algoritmo “uomini in visita”: soluzione
Preferenze
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Algoritmo “uomini in visita”: soluzione
Preferenze

o Come si vede, abbiamo un secondo matching stabile, 
diverso dal precedente
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Un terzo matching stabile
Preferenze
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Più matching stabili

o Il fatto di avere esistenza, ma non unicità, pone qualche problema.

o Certamente crea una situazione complicata, perché gli agenti possono avere preferenze
diverse riguardo alle soluzioni proposte, e allora è importante capire se una soluzione
favorisce un agente e un’altra un agente diverso.

o In questo caso, possiamo dare un risultato interessante. Innanzitutto mettiamo un
ordine di preferenze parziale sui matching.



Più matching stabili

Definizione

Dati due matching stabili ! e "!, scriviamo che ! ≽$ "! se per ogni uomo vale che

o è insieme alla stessa donna nei due matching oppure 
o in ! è abbinato ad una donna che nella sua classifica sta più in alto rispetto alla donna con 

cui è accoppiato in "!



Più matching stabili

Definizione

Dati due matching stabili ! e "!, scriviamo che ! ≽$ "! se per ogni uomo vale che

o è insieme alla stessa donna nei due matching oppure 
o in ! è abbinato ad una donna che nella sua classifica sta più in alto rispetto alla donna con 

cui è accoppiato in "!

Il significato è chiaro, se si prende il gruppo degli uomini, e ! ≽$ "!, allora qualche uomo sarà
indifferente rispetto ai due matching, qualcuno preferisce la partner in !, nessuno preferisce la
partner in "!. Quindi, dal punto di vista degli uomini, ! è più interessante di "!.

Allo stesso modo si può definire ≽&.



Più matching stabili

Definizione

Dati due matching stabili ! e "!, scriviamo che ! ≽$ "! se per ogni uomo vale che

o è insieme alla stessa donna nei due matching oppure 
o in ! è abbinato ad una donna che nella sua classifica sta più in alto rispetto alla donna con 

cui è accoppiato in "!

È importante osservare che ci possono essere matching stabili che non sono comparabili, secondo
la relazione precedente (per gli uomini). Se questo succede tra due matching, vuol dire che
qualche uomo sta meglio nel primo, qualche altro nel secondo.



Più matching stabili

Teorema

Tra tutte le possibili soluzioni stabili ad un problema di matching, quella ottenuta applicando
l'algoritmo di Gale-Shapley è la migliore per l'insieme dei giocatori che ha il ruolo di recarsi in
visita agli elementi dell'altro insieme.

o L'algoritmo “donne in visita” produce il matching stabile preferibile per le donne rispetto a
qualsiasi altro matching stabile.

o In altre parole ogni donna, se mandata in visita, si troverà alla fine con l'uomo che preferisce,
tra tutti quelli che potrebbero essere accoppiati a lei in un matching stabile.

o Vale il viceversa per il matching ottenuto con l'algoritmo “uomini in visita”.



Varianti

Quali altri elementi dobbiamo aggiungere e prendere in considerazione se vogliamo 
applicare questo algoritmo a situazioni reali?

o Cosa succede se il numero di uomini e di donne e diverso?

o È possibile che qualcuno voglia sposarsi ma non ad ogni costo?

o Si possono avere soluzioni per cui ad un elemento sono associati più elementi?



Varianti: matrimoni poligami

Tre studenti A,B,C vogliono iscriversi a Harvard dove ci sono due posti disponibili o Yale che 
ha un solo posto disponibile.



Varianti: matrimoni poligami

Tre studenti A,B,C vogliono iscriversi a Harvard dove ci sono due posti disponibili o Yale che 
ha un solo posto disponibile.

Le preferenze degli studenti sono:

A : Y > H         B : Y > H        C : H > Y

mentre quelle delle università:

H : A > B > C             Y : C > B > A



Varianti: matrimoni poligami

Tre studenti A,B,C vogliono iscriversi a Harvard dove ci sono due posti disponibili o Yale che 
ha un solo posto disponibile.

Le preferenze degli studenti sono:

A : Y > H         B : Y > H        C : H > Y

mentre quelle delle università:

H : A > B > C             Y : C > B > A

Quale soluzione troviamo applicando l’algoritmo con gli studenti che visitano? E l’algoritmo
con le università che visitano?



Un problema cruciale

È possibile che le persone mentano riguardo alle loro preferenze?



Strategy-proofness

Il gruppo che visita non ha incentivo a mentire: la soluzione a cui si arriva è la migliore
possibile per loro!

Il gruppo che riceve le visite può manipolare il gioco: in alcuni casi, mentendo sulle loro
preferenze reali i giocatori possono ottenere una soluzione che preferiscono rispetto a
quella a cui si arriverebbe se non mentissero.



Esempio

Ettore: Elena ≻ Andromaca  ≻ Lavinia
Enea: Elena  ≻ Lavinia  ≻ Andromaca
Paride: Andromaca  ≻ Elena  ≻ Lavinia

Elena: Paride ≻ Ettore ≻ Enea
Andromaca: Ettore ≻ Paride ≻ Enea
Lavinia: Enea ≻ Ettore ≻ Paride

Immaginiamo che gli uomini visitino le donne. Allora si ottiene

(Ettore, Elena), (Enea, Lavinia), (Paride, Andromaca)

Le donne possono mentire per migliorare la loro situazione? Sì. Se Elena mente dicendo che il 
suo ordine di preferenze è "Paride  ≻ Enea  ≻ Ettore», allora la soluzione diventa:

(Ettore, Andromaca), (Enea, Lavinia), (Paride, Elena)



Esempio

Ettore: Elena ≻ Andromaca  ≻ Lavinia
Enea: Elena  ≻ Lavinia  ≻ Andromaca
Paride: Andromaca  ≻ Elena  ≻ Lavinia

Elena: Paride ≻ Ettore ≻ Enea
Andromaca: Ettore ≻ Paride ≻ Enea
Lavinia: Enea ≻ Ettore ≻ Paride

Immaginiamo che gli uomini visitino le donne. Allora si ottiene

(Ettore, Elena), (Enea, Lavinia), (Paride, Andromaca)

Le donne possono mentire per migliorare la loro situazione? Sì. Se Elena mente dicendo che il 
suo ordine di preferenze è "Paride  ≻ Enea  ≻ Ettore», allora la soluzione diventa:

(Ettore, Andromaca), (Enea, Lavinia), (Paride, Elena)



Esempio

Ettore: Elena ≻ Andromaca  ≻ Lavinia
Enea: Elena  ≻ Lavinia  ≻ Andromaca
Paride: Andromaca  ≻ Elena  ≻ Lavinia

Elena: Paride ≻ Ettore ≻ Enea
Andromaca: Ettore ≻ Paride ≻ Enea
Lavinia: Enea ≻ Ettore ≻ Paride

Immaginiamo che gli uomini visitino le donne. Allora si ottiene

(Ettore, Elena), (Enea, Lavinia), (Paride, Andromaca)

Le donne possono mentire per migliorare la loro situazione? Sì. Se Elena mente dicendo che il 
suo ordine di preferenze è "Paride  ≻ Enea  ≻ Ettore", allora la soluzione diventa:

(Ettore, Andromaca), (Enea, Lavinia), (Paride, Elena)



Esempio

Ettore: Elena ≻ Andromaca  ≻ Lavinia
Enea: Elena  ≻ Lavinia  ≻ Andromaca
Paride: Andromaca  ≻ Elena  ≻ Lavinia

Elena: Paride ≻ Ettore ≻ Enea
Andromaca: Ettore ≻ Paride ≻ Enea
Lavinia: Enea ≻ Ettore ≻ Paride

Immaginiamo che gli uomini visitino le donne. Allora si ottiene

(Ettore, Elena), (Enea, Lavinia), (Paride, Andromaca)

Le donne possono mentire per migliorare la loro situazione? Sì. Se Elena mente dicendo che il 
suo ordine di preferenze è "Paride  ≻ Enea  ≻ Ettore", allora la soluzione diventa:

(Ettore, Andromaca), (Enea, Lavinia), (Paride, Elena)



Esercizio

Quattro ragazzi (Alberto, Bernardo, Carlo e Davide) devono dividersi in due camere con due 
letti ciascuna. Date le loro preferenze:

Alberto: B ≻ C ≻ D;
Bernardo: C ≻ A ≻ D;
Carlo: A ≻ B ≻ D;
Davide: A ≻ B ≻ C.

dire se esiste un matching stabile. 

Le preferenze di quale giocatore sono irrilevanti?



Esercizio

Consideriamo il seguente problema di matching, con

! = {Catwoman, Wonderwoman} 
" = {Superman, Batman, Flash} 

Supponiamo che Catwoman preferisca Batman a Superman e Superman a Flash, mentre 
Wonderwoman preferisca Superman a Flash e Flash a Batman.

1. Se le donne visitano gli uomini, quale è un insieme stabile?
2. Determinare le preferenze degli uomini (considerando anche l’opzione: "preferisco 
stare da solo") in modo che ci sia un altro insieme stabile.



Perché ci serve la matematica per i matching?

2004 – Ammissioni scolastiche a Boston : 17.000 studenti / 140 scuole superiori
2005 – Ammissioni scolastiche a New York : 90.000 studenti / 530 scuole superiori

Programmi per il trapianto di rene: migliaia di pazienti in lista d’attesa!


